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TarefALEA - Probabili

dade
N.c7-0 problema das 4 chaves

O Joéao pediu ao pai que lhe emprestasse a casa de

o Ey i férias para fazer uma festa com os amigos,
/ / comemorando o seu aniversario. O pai prontificou-
= < _~ seasatisfazero desejo dofilho, mas aproveitou para

//;-/»" o /// lhe lancar o seguinte desafio:

. -Tenho 4 chaves, aparentemente iguais, mas sé uma
abre a porta. Levas as 4 chaves e, se conseguires abrir a porta a primeira ou a segunda
tentativa, empresto-te a casa para a festa e pago-te as despesas que fizeres! No entanto,
se sO abrires a terceira ou quarta tentativa, s6 te empresto a casa e pagas tu as despesas
com as tuas economias!

O Joao ficou um pouco “desiludido”, pois a sua intuicao dizia-lhe que seria mais provavel
acertar a terceira ou quarta tentativa do que a primeira ou segunda, pelo que certamente
perderia a oportunidade de ter as despesas da festa pagas!’

Afinal o que é que sera mais provavel?

Questao

Consideram-se 4 chaves, aparentemente iguais, mas em que s6 uma abre a porta.

1 - Tenta-se abrir a porta com uma das 4 chaves, escolhida ao acaso;

2 - Se nao abrir a porta, descarta-se essa chave e faz-se uma segunda tentativa com uma
das 3 chaves restantes;

3 -Se nao abrir a porta, faz-se uma terceira tentativa com uma das 2 chaves restantes;

4 - Se nao abrir a porta, faz-se uma quarta tentativa com a chave restante, que abre a
porta, de certeza!

Qual a probabilidade de abrir a porta a 1.2 ou 2.2 tentativa?

Qual a probabilidade de abrir a porta a 3.2 ou 4.2 tentativa?

Esta questdo pode ser respondida utilizando a interpretagao classica de Probabilidade e o
conceito de probabilidade condicionada, a que se dara o nome de abordagem teérica, ou
utilizando a abordagem empirica ou frequencista, para estimar a probabilidade.

T Aimagem foi adaptada de https://pixabay.com/pt/photos/chave-multicolorido-correspond%C3%AAncia-74534/.
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Abordagem tedrica

Representem-se as 4 chaves por Ch1, Ch2, Ch3 e Ch4. Sem perda de generalidade,
admita-se que a chave que abre a porta é a chave representada por Ch1. Utilize-se a
seguinte notacao para significar que a chave certa é escolhidaa 1.2, 2.2, 3.2 ou 4.2
tentativa: Ch14, Ch1,, Ch1;e Ch1,.

e Probabilidade de abrir a porta a 1.2 tentativa:

P(Ch1y) =+

e Probabilidade de abrir a porta a 2.2 tentativa:

P(Nao escolher Ch11 e Escolher Ch1z)
= P(Nao escolher Ch11) X P(Escolher Ch12|N&o escolheu Ch11)

31
= 2 x =
4 7 3
1
T4

e Probabilidade de abrir a porta a 3.2 tentativa:

P(N3o escolher Ch11 e Ndo escolher Ch1z e Escolher Ch13)
= P(N3&o escolher Ch11)
X P(Nao escolher Ch12|Nao escolheu Ch11)
X P(Escolher Ch13|N&o escolheu Ch1ie Ndo escolheu Ch1z)

3 2 1
==X=X-=
4 3 2

e Probabilidade de abrir a porta a 4.2 tentativa:

P(Nio escolher Ch11 e Ndo escolher Ch1z e Ndo escolher Ch1s e Escolher Ch1s)
= P(Nao escolher Ch11) X P(Nao escolher Ch12|Nao escolheu Ch11)
X P(Nao escolher Ch13|Ndo escolheu Ch11 e Nao escolheu Ch1z e Nio escolheu Ch13)
X P(Escolher Ch14|N&o escolheu Ch1: e Ndo escolheu Ch1: e Ndo escolheu Ch13s)

3 2 1
==-X=-X=-X1
4 3 2

Na tabela seguinte, resumem-se os resultados obtidos anteriormente:

N.O tentativa 1.2 Tentativa | 2.2 tentativa | 3.2 tentativa | 4.2 tentativa
Prob. abrir a porta 25% 25% 25% 25%
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Conclusao
Afinal, contra a intuicdo do Joao, é tao provavel abrir a porta a 1.2 tentativa, como a 2.3, a

3.20uad.a.

Assim, 0 Joao teria uma probabilidade de 50% de ter as despesas da festa pagas... Nada

mau!

Abordagem empirica

Para simular o concurso, como descrito inicialmente, pode-se utilizar a seguinte
metodologia, considerando uma folha de calculo, como o Excel:

1. Nacoluna A gera-se um nimero aleatdrio inteiro entre 1 e 4, inclusive, para simular
a chave escolhida na 1.2 tentativa. Na coluna B, testa-se se o valor obtido é 1, que
corresponde a chave certa;

2. Senopasso 1, ndo se obteve o valor 1, entdo na coluna C, gera-se um ndmero
aleatédrio inteiro entre 1 € 3, inclusive, para simular a chave escolhida na 2.2
tentativa. Na coluna D testa-se se o valor obtido é 1, que corresponde a chave

certa

3. Senospassos 1e 2, nao se obteve ovalor 1, entdo na coluna E gera-se um namero
aleatédrio inteiro entre 1 € 2, inclusive, para simular a chave escolhida na 3.2
tentativa. Na coluna F testa-se se o valor obtido é 1, que corresponde a chave
certa.

4. Senos passos 1,2 ou 3 nao se obteve o valor 1, o que é testado na coluna G, entao
considera-se 1, porque agora ja so ha a chave 1 para abrir a porta.

A seguir é apresentada parte da folha de Excel, com as formulas correspondentes aos

passos 1, 2,3e4:

A B
1 13tent
2 |=INT(RAND()*4)+1  =IF(A2=1;1;0) =
3 |=INT(RAND()*4)+1  =IF(A3=1;1;0) =
4 |=INT(RAND()*4)+1  =IF(A4=1;1;0) =
5 |=INT(RAND()*4)+1  =IF(A5=1;1;0) =
6 |=INT(RAND()*4)+1  =IF(A6=1;1;0) =|
7 |=INT(RAND()*4)+1 =IF(A7=1;1;0) =
8 |=INT(RAND()*4)+1 =IF(A8=1;1;0) =
9 |=INT(RAND()*4)+1 =IF(A9=1;1;0) =

A
9993 =INT(RAND()*4)+1
9994 =INT(RAND()*4)+1
9995 =INT(RAND()*4)+1
9996 =INT(RAND{)*4)+1
9997 =INT(RAND{)*4)+1
9998 =INT(RAND()*4)+1
9999 =INT(RAND()*4)+1
10000 =INT(RAND()*4)+1
10001 =INT(RAND()*4)+1
10002

B
=IF(A9993=1,;1;0)
=IF(A9994=1;1;0)

C D E F G
28tent 32tent
F(A2=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C2=1;1;0) =IF((B2+D2)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E2=1;1;0) =IF((B2+D2+F2)=1;0;INT(RAND()*1+1))
F(A3=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C3=1;1;0) =IF((B3+D3)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E3=1;1;0) =IF((B3+D3+F3)=1;0;INT(RAND()*1+1))
F(A4=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C4=1;1;0) =IF((B4+D4)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E4=1;1;0) =IF((B4+D4+F4)=1;0;INT(RAND()*1+1))
F(A5=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C5=1;1;0) =IF((B5+D5)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E5=1;1;0) =IF((B5+D5+F5)=1;0;INT(RAND()*1+1))
F(A6=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C6=1;1;0) =IF((B6+D6)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E6=1;1;0) =IF((B6+D6+F6)=1;0;INT(RAND()*1+1))
F(A7=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C7=1;1;0) =IF((B7+D7)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E7=1;1;0) =IF((B7+D7+F7)=1;0;INT(RAND() *1+1))
F(A8=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C8=1;1;0) =|F((B8+D8)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E8=1;1;0) =IF((B8+D8+F8)=1;0;INT(RAND() *1+1))
F(A9=1;0;(INT(RAND()*3)+1)) =IF(C9=1;1;0) =IF((B9+D9)=1;0;INT(RAND()*2+1)) =IF(E9=1;1;0) =IF((B9+D9+F9)=1;0;INT(RAND() *1+1))
C D E F G

L4 r

=IF(A9993=1;0;(INT(RAND()*3)+:=IF(C9993=1;1;0) =IF((B9993+D9993)=1;0;INT(RAND( =IF(E9993=1;1;0) =IF((B9993+D9993+F9993)=1;0;INT(R
v v

=IF(A9994=1;0;(INT(RAND()*3)+:=IF(C9994=1;1;0) =IF((B9994+D93994)=1;0;INT(RAND( =IF(E9994=1;1;0) =IF((B9994+D9994+F9994)=1;0;INT(R

=IF(A9995=1;1;0) '=IF(A9995=1;0;(INT(RAND()*3)+ =IF(C9995=1;1;0) '=IF((BI995+DI995)=1;0;INT(RAND( =IF(E9395=1;1;0) =IF((B9995+DI995+FI995)=1;0;INT(R
=IF(A9996=1;1;0) '=IF(A9996=1;0;(INT(RAND()*3)+ =IF(C9996=1;1;0) '=IF((BI996+DI996)=1;0;INT(RAND( =IF(E9996=1;1;0) =IF((B9996+DIS96+FS996)=1;0;INT(R

=IF(A9998=1;1;0) '=IF(A9998=1;0;(INT(RAND()*3)+ =IF(C9998=1;1;0) =IF((B9998+D9998)=1;0;INT(RAND( =IF(E9998=1;1;0) =IF((B9998+DO998+FO998)=1;0;INT(R
=IF(A9999=1;1;0) "=IF(A9999=1;0;(INT(RAND()*3)+ =IF(C9999=1;1,0) "=IF((B9999+D9999)=1;0;INT(RAND(, =IF(E9999=1;1;0) =IF((B9999+D9999+F9999)=1;0;INT(R
=IF(A10000=1;1;0)ZIF(A10000=1;0;(INT(RAND() *3)- =IF(C10000=1;1;0) =IF((B10000+D10000)=1;0;INT(RAN =IF(E10000=1;1;0) =IF((B10000+D10000+F10000)=1;0;IN
=IF(A10001=1;1;0)=IF(A10001=1;0;(INT(RAND()*3)- =IF(C10001=1;1;0) =IF((B10001+D10001)=1;0;INT(RAN =IF(E10001=1;1;0) =IF((B10001+D10001+F10001)=1;0;IN

=SUM(B2:B10001)

(
(
(
(
=IF(A9997=1,1;0) '=IF(A9997=1:0;(INT(RAND()*3)+'=IF(C9997=1;1;0) ’=IF((59997+D9997)=1;0;INT(RAND(:=IF(E9997=1;1;0) =IF((B9997+D9997+F9997)=1;0;INT(R
(
(
(

=SUM(D2:D10001) =SUM(F2:F10001) =SUM(G2:G10001)
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Foram feitas 10 000 repeticdes.

A soma dos valores obtidos nas colunas B, D, F ou G, da o niumero de vezes que nestas
10000 repeticoes a chave certa foi escolhida a 1.3, 2.2, 3.2 ou 4.2 tentativa,
respetivamente. Os resultados foram os seguintes:

W o~ O uv s W N =

9992
9993
9994
9995
9996
9997
9998
9999
0000
0001
0002

A B C D
1.2tent 2.2tent

3 0 1 1

1 1 0 0

2 0 3 0

3 0 2 0

1 1 0 0

4 0 3 0

2 0 1 1

3 0 3 0

A B C D

1 1 0 0
2 0 2 0
4 0 2 0
3 0 3 0
4 0 3 0
2 0 2 0
1 1 0 0
1 1 0 0
3 0 2 0
1 1 0 0
2541 2493

O Rr OO NNMMNMRPERL O

=, O O O O KL, O O

P O OO 0Ok P O

0

O Ok O KL, OO O

O 0O 0O 0O LB =2 P2 OO0 o

2489 2477

O grafico de linhas seguinte mostra a evolugao da frequéncia relativa da chave certa ter
sido escolhida 4 1.8, 2.8, 3.2 ou 4.2 tentativa:

Evolucao dafrequénciarelativa de acertar na chavea 1.2tentativa, a 2.2 tentativa, a 3.2 tentativae a4.@
tentativa

0,50
0,45
0,40
0,35
0,30
0,25
0,20
0,15
0,10
0,05
0,00
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Conclusao

As quatro frequéncias relativas estabilizam em 25%, donde concluimos que, de acordo
com os resultados obtidos na abordagem tedrica, sdo boas estimativas para as
probabilidades pretendidas.

Comparacgao dos resultados empiricos, com os resultados tedricos

Resumindo os resultados obtidos anteriormente, temos para as probabilidades do pai do
Jodo emprestar a casa e pagar as despesas, ou s6 emprestar a casa, 0s seguintes valores
e respetivas estimativas:

Emprestar a casa e pagar

Emprestar a casa
as despesas

Probabilidade 50% 50%

Estimativa para a

9 0
probabilidade 50% 50%
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